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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА 2-го РОДА В ЗАДАЧАХ
ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ ПОЛЯРНО-ОРТОТРОПНЫХ
КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИН ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ, СКРЕПЛЕННЫХ
С УПРУГИМ ОСНОВАНИЕМ ПАСТЕРНАКА
С помощью линейных интегральных уравнений Вольтерра 2-го рода решаются в общем виде задачи вынужденных не-
резонансных осесимметричных колебаний полярно-ортотропных кольцевых пластин переменной толщины, скрепленных 
с упругим основанием Пастернака. Методом последовательных приближений даны решения интегральных уравнений. При-
водятся расчетные формулы для изгибающих моментов, поперечного усилия и функции прогиба, а также формулы расчета ди-
намических напряжений в пластине. В случае нулевой поперечной нагрузки имеем задачу расчета спектра частот свободных 
колебаний анизотропных кольцевых пластин.
Ключевые слова: анизотропия; полярно-ортотропная пластина; ортогональные плоскости; меридиональное сечение; диф-
ференциальные и интегральные уравнения; итерационный процесс.
With the help of linear Volterra integral equations of the 2-nd kind the forced non-resonant axisymmetric vibrations problems 
of polar-orthotropic annular plates of variable thickness, fastened with elastic  Pasternak base, are solved in general. The solutions of 
this equations  are obtained by the method of successive approximations. The formulas for bending moments, shear force and functions 
of  bending  and the formulas for the calculation of dynamic stresses in a plate are provided. In the case of zero transverse load we have 
a problem of calculation of the spectrum of frequencies of free vibrations of anisotropic annular plates.
Key words: anisotropy; polar-orthotropic plate; orthogonal planes; meridian section; differential and integral equations; iteration process.
В работе с помощью интегральных уравнений Вольтерра 2-го рода решается задача вынужденных 
нерезонансных осесимметричных малых изгибных колебаний тонких полярно-ортотропных кольце-
вых пластин переменной толщины, скрепленных с упругим основанием Пастернака. Кольцевая пласти-
на изготовлена из цилиндрически-ортотропного материала, причем ось анизотропии совпадает с гео-
метрической осью пластины,  и в каждой точке тела имеются три взаимно ортогональные плоскости 
упругой симметрии. Внутренний радиус кольцевой пластины обозначим 0r , а внешний – R. Толщина 
h(r) пластины изменяется вдоль радиуса r по заданному закону и на внутреннем контуре равна .0h
Приложенная на пластину изгибающая нагрузка в общем случае может состоять из поверхностных 
и объемных нагрузок, нормальных к срединной поверхности пластины, и нагрузок, распределенных по 
краям пластины, в виде краевых изгибающих моментов и поперечных сил.
Введем цилиндрическую систему координат , , ,r z  поместив начало в точке пересечения оси ани-
зотропии со срединной плоскостью пластины.
Расчет кольцевой пластины будем проводить в рамках классической теории изгиба тонких пластин, 
основанной на гипотезах Кирхгофа.
Обозначим перемещения точек срединной поверхности пластины в направлении оси z через  , ,w r t  
которую будем называть ниже функцией прогиба.
Связь между реакцией ),( trqr  упругого основания и функцией прогиба ),( trw  примем в соответ-
ствии с моделью Пастернака в виде [1, 2]
0 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),r fq r t k w r t k w r t m w r t    
где 0k  – коэффициент сопротивления сжатию упругого основания;  1k  – коэффициент сопротивления 















Если коэффициент ,01 k  то имеем упругое основание Винклера.
Выведем дифференциальное уравнение малых изгибных колебаний полярно-ортотропной кольце-
вой пластины переменной толщины, скрепленной с упругим основанием Пастернака и находящейся 
под воздействием внешней осесимметрично распределенной и переменной во времени поперечной 
нагрузки ,( trqz ).
Выделим из пластины двумя меридиональными плоскостями, образующими с координатной пло-
скостью rz углы   и d  , и двумя цилиндрическими поверхностями радиусом r и r+dr, нормальны-
ми к срединной плоскости, бесконечно малый элемент пластины. Запишем уравнения движения этого 
элемента в усилиях и моментах:
         2 2 ,r z rr,t r,t wrQ r q q h r rr t                                               (1)
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  0r rrM M rQr 
    ,
где ( , ), ( , )r rM r t Q r t  – соответственно изгибающий момент и поперечное усилие, действующие в ци-
линдрическом сечении; ( , )M r t  – изгибающий момент, действующий в радиальном сечении кольце-
вой пластины;  – плотность материала пластины.
Выразим из второго уравнения системы (1) поперечное усилие ),( trQr  через изгибающие моменты    ,rM r,t M r,t :
( )1( , ) rr
rMQ r t M
r r 
   
  .                                                          (2)
Подстановка в первое уравнение системы (1) вместо rQ  правой части выражения (2) приводит 
к следующему уравнению:
   2 2 2 21 02 2 2 22 1 1 .r r zfMM M w w w wk k w m q r,t h rr r r r r rr r t t
   
                               (3)
Изгибающие моменты ( , ), ( , )rM r t M r t и поперечное усилие ),( trQr связаны с функцией прогиба 
),( trw  следующими зависимостями [3]:
2
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         
2 2
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                      (4)
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  , rE E  – модули Юнга для растяжения-сжатия тела в направлении осей   и r соответствен-
но; r  – коэффициент Пуассона.





Подставляя выражения для моментов ( , ), ( , )rM r t M r t  из (4) в уравнение (3), получим основное 
дифференциальное уравнение осесимметричных малых изгибных колебаний полярно-ортотроп-
ных кольцевых пластин переменной толщины, скрепленных с упругим основанием Пастернака: 
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                                          (5)
Пусть изгибающая нагрузка ),( trqz  изменяется во времени по гармоническому закону с частотой  , не совпадающей ни с одной из собственных частот колебаний пластины («нерезонансный случай»):
0( , ) ( )sin ,zq r t q r t                                                                 (6)
вследствие чего кольцевая пластина будет испытывать вынужденные нерезонансные осесимметричные 
изгибные колебания. Тогда функцию прогиба ),( trw  можно представить в виде
0( , ) ( )sinw r t W r t  .                                                              (7)
Подстановка выражений (6) и (7) в уравнение (5) дает неоднородное обыкновенное дифференци-
альное уравнение 4-го порядка для амплитуды )(0 rW  вынужденных нерезонансных осесимметричных 
изгибных колебаний полярно-ортотропной кольцевой пластины переменной толщины, скрепленной 
с упругим основанием Пастернака:
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Запишем уравнение (8) в виде
4 3 2
( )0 0 0 0 0
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Сведем задачу решения дифференциального уравнения (9) к решению соответствующего линейного 
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Последовательно интегрируя выражение (10), получим
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W r r s Z s ds W r r r W r r r             0 0 0 0 0 .W r r r W r 
Здесь использовалось известное тождество Дирихле [4]:






















Подставив в уравнение (9) вместо функции )(0 rW  и ее производных правые части выражений (10) 
и (11), получим искомое интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода:
0
0 0( ) ( , ) ( ) ( ),
r
r
Z r K r s Z s ds f r                                                      (12)
где числовой параметр 1;    20 1 2 3( , ) ( ) ( )( ) ( )( )K r s a r a r r s a r r s       
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4 ( )( )a r r s    – ядро 


































 (l = 1, 2, 3).
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Общее решение интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода (12) получим методом последова-
тельных приближений [4]:
0




Z r K r s Z s ds f r  
где индекс n означает номер итерации.
В качестве нулевого приближения примем: .0)(0 rZ
Если свободный член )(0 rf  непрерывен в ],[ 0 Rr , а ядро ),(0 srK  непрерывно при  ,0 Rrr   
,0 rsr   то последовательность   nZ r  сходится при n  к решению )(rZ  интегрального урав-
нения (12):
(lim)( rZrZ nn  ).
Оценки сходимости итерационного процесса при решении интегрального уравнения Вольтерра 2-го 
рода методом последовательных приближений нами подробно были рассмотрены в работе [5].
Отметим, что интегральные уравнения Вольтерра 2-го рода можно решать и другими аналитически-
ми и численными методами, приведенными в работе [6].
Выразим изгибающие моменты ( , ), ( , )rM r t M r t  и поперечное усилие ),( trQr  через разрешаю-
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где передаточные (весовые) функции имеют вид
   (0) ( , ) 1 ,2rM r
r s
K r s r s
r
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r sD D kK r s r s
D r D r r
                
       
Постоянные величины        0 0 0 0 0 0 0 0, , ,W r W r W r W r    находятся из граничных условий на контурах 
кольцевой пластины:
1) если какой-либо контур пластины жестко заделан или защемлен, то 
,0)(0 irW    0)(0 irW       (i = 1, 2),
где 01 rr  ,  2 ;r R
2) для шарнирно опертого края пластины  ,00 irW    ( , ) 0;r iM r t 
3) для свободного края кольцевой пластины
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,0),( trM ir    .0),( trQ ir
Удовлетворяя найденное решение интегрального уравнения (12) заданным граничным условиям, 
можем по известным формулам рассчитать нормальные . .( , , ), ( , , )r r z t r z t    и касательные . ( , )rz r t  
динамические напряжения в анизотропной кольцевой профилированной пластине на упругом основа-
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Максимум нормальных напряжений достигается на внешних сторонах пластины при .
2
hz 
В случае если поперечная нагрузка 0zq , то имеем задачу расчета спектра частот свободных коле-
баний кольцевой пластины. Удовлетворяя найденное решение интегрального уравнения Вольтерра за-
данным граничным условиям, из условия равенства нулю определителя, составленного из стоящих при 
постоянных интегрирования значений функций в граничных точках, получим частотное уравнение, 
которое решается аналитическими или численными методами.
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С. М. БОСЯКОВ, А. В. КРУПОДЕРОВ, АБДУФТАХ ФРХАТ МСЕЛАТИ (ЛИВИЯ)
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЦЕНТРА СОПРОТИВЛЕНИЯ ДЛЯ КОРНЯ ЗУБА
В ФОРМЕ КРУГОВОГО ГИПЕРБОЛОИДА
В данной работе представлены результаты нахождения координат центра сопротивления для различных однокоренных 
зубов. Положение центра сопротивления определяется из условий равновесия корня в периодонтальной связке при действии 
на зуб сосредоточенной нагрузки. При этом предполагается, что углы поворота корня равны нулю, корень зуба перемещается 
только поступательно вдоль одной из координатных осей. Расчеты координат центров сопротивления выполнены для одно-
коренных зубов различной высоты, поперечного сечения и параметра, характеризующего закругление корня.
Проведен анализ влияния высоты костной ткани альвеолярного отростка на значения координаты центра сопротивления. 
Показано, что при опускании костной ткани центр сопротивления корня смещается вдоль оси зуба к апексу.
Ключевые слова: периодонтальная связка; корень зуба; круговой гиперболоид; центр сопротивления корня зуба; метод 
конечных элементов; закругление вершины корня; высота костной ткани.
In present paper the results of fi nding the coordinates of the centre of resistance to various single-root teeth are performed. Posi-
tion of the centre of resistance is determined by the equilibrium conditions of the root to the periodontal ligament under the action 
of a concentrated load. It is assumed that the angles of rotation equal to zero root, the root of the tooth moves only along one of the 
coordinateaxes. Coordinates of the centres of resistance calculations are made for single-root teeth of varying heights, cross-section 
and the rounding parameter of the root.
The infl uence of the alveolar bone height on the centre of resistance coordinates is study. It is shown that centre of resistance to the 
root moves along the axis of the tooth to the apex if bone loss.
Key words: periodontal ligament; root of the tooth; circular hyperboloid; centre of resistance; fi nite element method; rounding of 
the tooth apex; bone loss.
